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摘　要:格林函数在电动力学用得较多。用格林函数解非线性振动方程, 并与逐步近似解法进行比较。逐步近

似解法近似太多, 格林函数解严格。
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1　格林函数在电动力学的应用

格林函数在电动力学用得较多 。为了在力学中

引用格林函数, 我们要把任何与时间有关的力都表

示为诸冲力之和 。

冲力是一种持续时间极短的力 。根据动量定理

∫
t
1
+Δt

t
1

F( t) dt =P2 -P1

　　在暂短时间间隔 Δt 内, 使质点动量改变为 1

个单位, 即 P2-P1=1的力称为单位冲力 。

∫
t
2

t
1

F ( t ) d t =1

　　最简单的冲力是恒力冲力, 持续作用 Δt 时间

间隔的恒力单位冲力的大小为

F =
1
Δt

我们用符号 P0Δ ( t -a) 来表示给与粒子动量为

P0 的恒冲力, 这是在时刻 t=a作用于质点上并持

续 Δt 时间间隔的力 (见图 1) 。

对于图2所示的任意冲力, 可以用正态分布曲

线来表示

F =
1

πΔt
exp -

( t -a)
2

( Δt )
2

图 1　恒力冲力

Fig.1　Constant impulse

图 2　任意冲力

Fig.2　Arbitrary impulse

　　曲线下的面积都等于 1, 它对积分的主要贡献

来自区域 a-
Δt
2

, a+
Δt
2
。单位冲力理想化的极

限情况是在 t=a 点的值极大, 而在其他点的值为

零 。如果能够这样来描述一个冲力, 而且它给质点

的动量是 P0 , 我们用 P0δ( t-a) 来表示。δ( t

-a ) 是理想的单位脉冲函数, 它定义为

∫
t
2

t
1

δ( t -a) dt =
1 t 1 <a < t 2

0 其他

和 δ( t -a ) =0　　t ≠a

　　满足上述情况的函数 δ( t-a) 称为狄拉克 δ

函数。

单位冲力的重要性在于任何与时间有关的力都

可以表示为诸单位冲力之和 。例如图 3所描述的力

F ( t) 在 t 1和 t 2 之间的足够小的时间间隔 Δt 内,

连续变化的力可以认为是线性的 。

该时间间隔的平均时间

ζ1 =
t 1 +t 2

2

所对应的 F( t) 大小等于该时间间隔内 F ( t ) 的平

均值

F( ζ1 ) =
1
Δt∫

t
2

t
1

F( t) dt
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图 3　任意力作为一系列冲力之和

Fig.3　Arbitrary force function as

a sum of a series of impulses

　　对于小的 Δt 值, 力 F ( t ) 对质点运动的改变近

似认为是恒力 F( ζ1 ) 在同样间隔内对质点运动所

产生的效果。持续作用 Δt 的力可表示为F( ζ1 ) Δ( t

-ζ1 ) Δt 。将力 F ( t ) 的作用时间间隔分成 N 个相等

的小时间间隔 Δt ,则

F ( t ) = ∑
N

n=1
F( ζn ) Δ( t -ζn )Δζ ( 1)

其中, Δ( t-ζ) 是上面所定义的在 Δt =Δζ间隔的

恒定单位脉冲函数。在 Δt 或 Δζ趋于零的极限情况

下,有

F( t) =∫
T
2

T
1

F( ζ)δ( t -ζ) dζ ( 2)

式中用 δ( t -ζ) 代替了Δt→0时的 Δ( t-ζ) , T 1和

T2分别是力对质点作用持续时间的起止限 。

根据线性微分方程解所满足的叠加原理, 如令

g ( t , ζn ) 代表单位冲力 Δ( t -ζ) 作用下运动方程的

解,则在力 F( ζn ) Δ( t -ζn )Δζ作用下, 运动方程的

解是 g( t , ζn ) F( ζn ) Δζ,对于方程( 1) 的力,其解为

x ( t ) =∑
N

n=1
g( t, ζn ) F( ζn ) Δζn

式中 g( t|ζ) 是对应单位脉冲函数δ( t -ζ) 的运动

方程的解, 称为格林函数 。如果质点的质量为 m , 则

格林函数为

G( t|ζ) =mg( t|ζ)

　　运动方程的解为

x ( t ) =
1
m∫

T
2

T
1

G( t|ζ) F (ζ) dζ ( 3)

2　格林函数解非线性振动方程

非线性振动方程为

m
d

2
x

d t
2 =-kx -αmx

2
-βmx

3

假定势能函数对平衡位置是对称的, 则 α=0。得

m
d

2
x

dt
2 +kx =-βmx

3

　　把 -βx
3
作为外力, 即 F ( t ) =-βx

3
( t ) 代入

( 2) , ( 3) 式

d
2

dt
2 +ω

2
0

1
m∫

T
2

T
1

G( t|ζ) F (ζ) dζ=

∫
T
2

T
1

F (ζ)δ( t -ζ) dζ

其中, ω
2
0 =

k
m
。

得格林函数所满足的方程

d
2

dt
2 +ω

2
0 G( t|ζ) =δ( t -ζ) ( 4)

令　
d

2

dt
2 +ω

2
0 =

d
dt
+iω0

d
dt
-iω0

( 4) 式可写成

d
dt
+iω0

d
dt
-iω0 G( t|ζ) =δ( t -ζ)

作代换

y ( t|ζ) = d
d t
-iω0 G( t|ζ)

得 y ( t ζ) 的一阶微分方程

d
dt +iω0 　y( t|ζ) =δ( t -ζ)

利用积分因子 exp ( iω0 t ) , 上式化简为

d
dt

exp( iω0 t ) y( t|ζ) =exp( iω0 t ) δ( t -ζ)

解这微分方程得

y( t|ζ) =
exp( iω0 ( t -ζ) ) t >ζ

0 t <ζ

将 y ( t ζ) 代入, 得

d
dt
-iω0 G( t|ζ) =

exp( iω0 ( ζ-t ) ) t >ζ

0 t <ζ

乘积分因子 exp ( -iω0 t ) , 可重写为

d
dt

exp(-iω0 t) G( t|ζ) =

exp(-iω0 t ) exp( iω0 (ζ-t ) ) t >ζ

0 t <ζ

解这方程得格林函数

G( t|ζ) =

sin ω0 ( t -ζ)
ω0

t ≥ζ

0 t ≤ζ

( 5)

则非线性振动方程的解

x ( t ) =
1
m∫

T
2

T
1

G( t|ζ) F( ζ) dζ=

1
m∫

t

0
F (ζ)

sin ω0 ( t -ζ)
ω0

dζ ( 6)

3　与逐次近似解法比较

非线性振动方程

m
d

2
x

d t
2 +kx =-βmx

3
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β是小量, 它反映恢复力中非线性成分的大小。由

于非线性项正比于 x
3
对正负是对称的, 谐波中不

会出现偶次谐频的谐波, 因而谐波中最低项是三次

的。如果我们对解的精度要求不高, 可设试探解为

x =Acos ωt +ηAcos 3ωt

式中η为比 1小得多的小量 。

由三角恒等式

cos
3
ωt =

3
4

cos ωt +
1
4

cos 3ωt

其中 ω=ω0 +δω0 =( 1+δ) ω0

式中, δ 1

d
2
x

dt
2 =-Aω

2
cos ωt -9ω

2
ηAcos 3ωt

忽略二级以上小量

ω
2
=( 1+δ)

2
ω

2
0 ≈( 1+2δ) ω

2
0

d
2
x

dt
2 =-( 1 +2δ) ω

2
0Acos ωt -

9( 1+2δ) ω
2
0ηAcos 3ωt =

-ω
2
0Acos ωt -2δω

2
0 Acos ωt -

9ω
2
0ηAcos 3ωt -18δω

2
0ηAcos 3ωt ≈

-ω
2
0 Acos ωt -2δω

2
0 Acos ωt -9ω

2
0ηAcos 3ωt

ω
2
0 x =ω

2
0 Acos ωt +ω

2
0ηAcos 3ωt

-εx
3
=-ε( Acos ωt +ηAcos 3ωt )

3
≈

-εA
3
cos

3
ωt =-εA

3 3
4 cos ωt +

1
4 cos 3ωt

于是

-2δω
2
0 Acos ωt -9ω

2
0ηAcos 3ωt +ω

2
0ηAcos 3ωt =

- 3
4
εA

3
cos ωt - 1

4
εA

3
cos 3ωt

比较系数

-2δω
2
0 A =-

3
4εA

3
-9ω

2
0ηA +ω

2
0ηA =-

1
4 εA

2

得 δ=+
3εA

2

8ω
2
0
, η=+

εA
2

32ω
2
0

所以角频率 ω=ω0 +
3εA

2

8ω
2
0

方程的解　 x( t ) =Acos ωt +
εA

2

32ω
2
0
ocs 3ωt

用格林函数求解

x( t ) =-∫βx
3
(ζ)

sin ω0 ( t -ζ)
ω0

dζ

作为一级近似 x(ζ) =Acos ωζ

代入方程, 并利用三角恒等式

sin ω0 ( t -ζ) cos
3
ωt =

sin ω0 ( t -ζ) ×
3
4

cos ωt +
1
4

cos 3ωt =

3
8
{sin[ ω0 t +( ω-ω0 )ζ] +

sin[ ω0 t -( ω-ω0 ) ζ]}+

1
8

sin 3ω0 t +( ω-ω0 ) ζ+

sin ω0 t -( 3ω-ω0 )ζ

积分, 得

x( t ) =-
3βA

3

8ω0

cos ωt
ω0 -ω

+
cos ωt
ω0 -ω

-

βA
3

8ω0
cos 3ωt
ω0 -3ω

+
cos 3ωt
ω0 -3ω

或

x ( t ) =-
3 βA

3

4( ω
2
0 -ω

2
)
cos ωt -

βA
3

4( ω
2
0 -9ω

2
)
cos 3ωt

因为 ω=( 1+δ) ω0

则 x( t ) =-
3 βA

3

4[ ω
2
0 -( 1 +2δ) ω

2
]
cos ωt -

βA
3

4[ ω
2
0 -9( 1 +2δ) ω

2
]
cos 3ωt ≈

Acos ωt +
εA

3

32ω
2
0
cos 3ωt

与逐次近似解法的结果一致 。如果把近似解的右边

代入 ( 6) 式, 便得到方程下一级近似解。

4　讨　论

格林函数解非线性振动方程实际上是解积分方

程( 6) 。逐次近似解非线性振动方程要作忽略高次

项,而格林函数解比它严格。最重要的是格林函数

还可以求下一级近似解,这是逐次近似无法做到的。
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A Solution of Nonlinear Oscillation with the Method of Greeds Function
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Abstract:A solution of nonlinear harmonic oscillation with the method of Greens runction was pointed out.
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